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CLASE 12. Las Funciones Analiticas

Definicion 12.1 (Derivada de una funcién compleja). Sea D C C un conjunto abierto. Sea
zp un punto fijo en D y sea f una funcién compleja, f : D C € — C. Se dice que f tiene

derivada en el punto (o también, que es derivable en) zy € D si existe el siguiente limite

i) —fl20)
=z Z— Z

En este caso, el nimero definido por este limite, denotado f”(z), se llamara la derivada de

la funcién fen el punto z;. Escribimos

f(z0) = j—jzc(zo) = limM _i hmf(zo +h) _f(Zo).

= Z— 2z h—0 h

La funcién f se dice analitica en D si f es derivable en todo punto de D. A veces se dice que
f es analitica en el punto z; si f es analitica en un entorno de z, (es decir, si es analitica en un

disco abierto que contiene al punto).

PROPIEDADES DE LA DERIVADA

Las propiedades y las reglas formales para derivar funciones complejas son similares a las

conocidas que se aplican a funciones de variable real. Asi escribimos las siguientes propiedades:

1. Sif es derivable en el punto z,, entonces f es continua en z.

La demostracion es igual que en el caso real. El reciproco, al igual que en el caso real, no
es cierto. Por ejemplo, la funcién f(z) = |z|* es continua en todo punto de C, mientras

que f s6lo es derivable en el origen. ;Puedes probarlo?

2. Silas funciones f y g son analiticas en D, entonces las funciones f+ g, f-g y j—[ (siempre
g

que g(z) # 0 en D) son analiticas en D y, mas aun, cumplen

(e =f +g

* (fe) =fg+fg
1

(3) =% w#omD)

g g
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. (g) = —’g;zfg' (sig(z) # 0en D).

Usando la definicion de derivada facilmente se prueba:

3. La funcion f es derivable en el punto z, siy sélo si f satisface una ecuacion de la forma

f(2) = f(a0) = (z = 20) [k + A(2)],
donde k es una constante (compleja) y A(z) es una funcién (compleja) que cumple

lim A(z) = 0.

zZ—r2)
Claramente, & = f'(z).

4. Usando (3) se puede probar (igual que en el caso real) la siguiente regla de la cadena:

Seanf: DCC —Cyg:U C C— Ctalesquef(D) C U.Sify gson funciones
analiticas, entonces la compuesta 4(z) = (g o f)(z) = g(f(z)) es analitica (en D) y la

derivada esta dada por

H(z) = g'(f(2))f'(2).

12.1 Condiciones de Cauchy-Riemann

Consideremos una funcion w = f(z), f : D C C — C. Escribiendo f(z) = u(z) +iv(z) =
u(x, y)+iv(x, y) (siga este vinculo si desea recordar el significado de las partes real e imaginaria,
u 'y v, respectivamente, de una funcion compleja) y denotando las derivadas parciales de las

funciones u 'y v por u, , u,, v, y v,, podemos probar:

Teorema 12.2 (Condiciones de Cauchy-Riemann). S7 la funcion f es analitica en D entonces las

cuatro derivadas parciales u,, u,, v, y v, existen y se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann

en cada punto de D.
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Prueba. Para demostrarlo fijamos un punto zy € D, zy = xy + iyp. Como f'(z,) existe, entonces
el siguiente limite existe
MWCEYEY
=z Z—Z)
y es independiente de la trayectoria (recuerde que el limite es Gnico).
Calculamos este limite en dos direcciones diferentes. Primero a lo largo de la linea paralela
al eje real, pasando por el punto y = yy. Asi,! Az =z — zy = x — xy = Ax. Sustituyendo

u(xg + Ax,y0) —u(xo0,y0) ... v(xo+ Ax,0) — v(x, )
+ 7 lim
Ax—50 Ax Ax—0 Ax

: (1)

Como f'(zy) existe, entonces las derivadas parciales u, , v, existen (en el punto z) y, ademas,

f/(Zo) = ux(x()ayO) + Z'Vx(xﬂayO) = g—j:(zo)- )

Analogamente tomando la recta x = x; paralela al eje de las ordenadas (el eje imaginario)

se tiene que Az = z — zyg = i(y — yp). Sustituyendo

v(x0, y0 + Ay) — v(x0, )

u(x0, yo + Ay) — u(x, yo)

! =1 li :
S (@) Aiglo iAy + A}IBO Ay 3
Luego, las derivadas parciales u, , v, existen (en el punto z) y
/ . Of
f'(20) = —iuy(x0, %0) + vy(x0, 70) = —la}(zo)- 4)

Al existir f'(z), entonces de (2) y (4), se obtiene la forma compleja de las condiciones (o
ecuaciones) de Cauchy-Riemann
o .of

Ox = —la}. (5)

Igualando partes reales y partes imaginarias:
ux(x07y0) = Vy<x07y0)

”y(xmyo) = — (%0, 0).

Como z, era cualquier punto (fijo) de D, la demostracién es valida para todo punto de
D. O

'En lo que sigue, A(z) denotard a z — zy (que es lo que habiamos denotado %); A(x) y A(y) seran, respectiva-

mente, las partes real e imaginaria de A(z). En otras palabras, A(z) = z—z) = (x—x9) +i(y—y0) = A(x)+iA(y).
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Observacion 12.3. El teorema anterior es til para descartar la analiticidad de funciones. Consi-
dere, por ejemplo, f(z) = |z|%. Para ésta funcion es claro que u(x,y) = ¥* +)* y v(x,y) = 0, por
. . Uy = Vy :
lo que las ecuaciones de Cauchy-Riemann, solo pueden cumplirse parax = 0 = y.
U, = —vy
Luego, f es analitica en ningin punto, ni siquiera en z = 0 (puesto que ésto implicaria el cum-

plimiento de las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todo un disco que contiene a z = 0).

Observacion 12.4. El reciproco del teorema anterior no es cierto. Para ello, considere la funcion

0 siz=0
flz) =
u(x,y) + iv(x,y) siz#0,
a3 3 3
siendo u(x,y) = 4 yv(x,y) = e

2y 2yt .
Para esta funcion existen las cuatro derivadas parciales u,, u, , v, y v, y cumplen las ecua-

ciones de Cauchy-Riemann en z = 0y, sin embargo, f no es derivable en z = 0 (jdemuéstrelo!).

Observacion 12.5. En la demostracion del teorema anterior se vid (ecuaciones (2) y (4)) que si

una funcidn f es derivable en z;, entonces su derivada (en el punto z;) se puede calcular mediante

f(20) = ue(x0,90) + (%0, ¥0)

0, también, mediante

f'(20) = —iuy(x0, %0) + v, (%0, 70)-
Solo enunciaremos el siguiente:

Teorema 12.6 (Cauchy-Riemann). La funcion f(z) = u(x,y) + wv(x,y), f : D C C — C,
es analitica en D si y slo si las cuatro derivadas parciales u,, u,, v, y v, existen, son continuas y se

cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann

en todo punto de D.

Corolario 12.7. La funcién f(z) = e es analitica en todo el plano complejo y su derivada es ella

misma, es decir,

fll2)=¢ VzeC.
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Prueba. De e* = e*™ = ¢*e” obtenemos que u(x,y) = e*cosyy v(x,y) = e*seny. Luego,
X . X
u,=e‘cosy ; u,=—e'seny
v, = e’seny ; v, = e cosy,

mostrando que u,, u,, v, y v, existen, son continuas y ademas cumplen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann en todo D. Luego, por el Teorema 12.6 concluimos que f(z) = e* es analitica

en todo C. Ahora, por la Observacion 12.5, se cumple
f'(2) = u, + iv, = e*cosy + ie*seny = e*(cosy + iseny) = e*¢? = ¢* VzeE D.
O

Corolario 12.8. Las funciones sen(z), cos(z), senh(z) y cosh(z) son analiticas en todo C y sus
derivadas vienen dadas por
(sen)’(z) = cos(z) , (cos)'(z) = —sen(z)
(senh)'(z) = cosh(z) ,  (cosh)(z) = senh(z).

Observacion 12.9. En la tltima demostracion se vio que, en forma compleja, las condiciones de

Cauchy-Riemann se expresan de la siguiente manera

of __of

= =—iZ,

Ox Oy
ya que % = Uy + vy =V, — iu, = —i[uy + ivy] = —i%.

Definicion 12.10 (Curva poligonal). Una curva poligonal (o también sendero) es una sucesion
(finita) de curvas 0 = {0y, 0,...,0,} donde cada curva o; es de clase C! y tales que el punto
final de o; es igual al punto inicial de 0,4 (paraj = 1,2,...,n — 1). Esto significa que, si 0;
esta definida en el intervalo [a;, b;], entonces 0;(b;) = 0;41(a;) (para j como antes)). A oy (a;) lo
llamaremos el punto inicial de o mientras que o,(b,) sera el punto final de o.

La curva poligonal o se dice que esta contenida en un conjunto abierto V si cada curva o; C V,

es decir, si para cada ¢ € [g;, ], el punto 0;(r) € V (= 1,2,...,n).

Definicion 12.11 (Conjunto Conexo). Un conjunto abierto D se dice conexo si para cada par
de puntos «, 5 € D existe una curva poligonal o = {0y, 0,,...,0,} en D tal que « es el punto
inicial de o, y (3 es el punto final de o, es decir, si existe un sendero en D que una « con [3.

A los conjuntos que no son conexos se les llama disconexos (compare las figuras 1 y 2).
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Figura 1: Un conjunto conexo.

Figura 2: Un conjunto disconexo.

Definicion 12.12 (Dominio). Llamaremos a D C € un dominio si es un conjunto abierto y

conexo.

De aqui en adelante, los conjuntos D C C que aparezcan como dominios de definicién de

funciones f : D C C — C seran dominios.

Teorema 12.13. Sea D un dominio (como en la definicion anterior) y seaf : D C C — C una

funcién analitica. Sif'(z) =0 Yz € D entonces f es constante.

Prueba. La demostracion se puede hacer sin recurrir a las condiciones de Cauchy-Riemann?,

simplemente usando la definicién de curva poligonal y la regla de la cadena, ya que

df (o ()

20 —Fle)- ') =0,

lo que implica que la funcién f(o(¢)) es constante. Luego, tomando un sendero o que una a

puntos arbitrarios «, 5 de D, o = o1(a), 8 = 0,(b), 0 = {01,0,,...,0,}, denotando z; € D

?La demostracion del teorema, usando las condiciones de Cauchy-Riemann, seria asi: Por la Observacion 12.5,
sif'(z) =0 Vz € Dentoncesu, = v, = 0ytambiénu, = v, = 0entodoD.Deu, = u, = 0(yde v, = v, = 0)
obtenemos que u es constante (real) ¢; (y v es constante ¢;) en todo D, y, por tanto, f(z) = ¢; +ic; Vz € D. Note

que, en esta demostracion, no hace falta pedir que D sea conexo.
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los puntos finales de o; (parai=2,3,...,n — 1), se tiene que
fla) =fla) =f(z) = - = f(B),
siendo «, B (Y 2z, z3, . . . , z,_1) arbitrarios.
Asi, fes constante en D. [

12.2 Las Funciones Armonicas

Definicion 12.14 (Funcion Armonica). Una funcion real # = u(x, y) se dice armoénica en D si
para todo punto (x, y) en D, las derivadas parciales segundas u,, y u,, existen, son continuas y,

ademas, satisfacen la ecuacion diferencial de Laplace
Upy + 1y, = 0.

El siguiente teorema nos relaciona la clase de las funciones armonicas con las funciones

analiticas.

Teorema 12.15. Si la funcion f(z) = u(x,y) + iv(x, y) es analitica en D entonces las funciones u y v

son armonicas en D.

Prueba. Por ser f analitica en D, se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en D:
Uy = vy, Uy, = —Vy.
Derivando la primera ecuacion respecto a x y la segunda respecto a y, se obtiene

Uy = Vyx y Uyy = —Vyy.

Mas adelante veremos que la derivada de una funcion analitica es, de nuevo, analitica. En
consecuencia, las funciones u(x,y) y v(x,y) son de clase C> (mas atin, de clase C™) y, por lo
tanto, sus derivadas cruzadas son iguales (en particular, v,, = v,,). Luego, las ecuaciones ante-
riores nos arrojan u,, + u,, = 0. Es decir, la parte real de f es armonica.

Finalmente, por ser f analitica, la funcion —if(z) = v(x,y) — iu(x, y) también es analitica
en D, asi que v(x, y), que es la parte real de la funcion analitica —if(z), también es armoénica
enD. O
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Esto nos lleva a la siguiente definicién:

Definicion 12.16 (Conjugada Armonica). Si 'y v son funciones armonicas en D, u = u(x, y)
y v = v(x,y), tales que f(z) = u(x,y) + iv(x, y) es analitica en D, se dira que v = v(x, ) es una

conjugada armonica de u.

12.3  Ejemplos

1) Considere la funcion u(x,y) = e*(xcosy — yseny). Determine su conjugada armonica

v(x,») y la funcion analitica f(z) = u(x, y) + iv(x, »).

Solucion. Derivando parcialmente es

u, = e*(xcosy — yseny) + e* cosy

u, = e*(—xseny — seny — ycosy),

las cuales, gracias a las ecuaciones de Cauchy-Riemann (para recordar dichas ecuaciones,

siga éste vinculo), u, = v, y u, = —v,, se pueden re-escribir como
v, = e*(xcosy — yseny) + ¢ cosy
v, = e*(xseny + seny + ycosy).
Integrando,
v(x,y) = / vedx+ o(y) (¢ esla “constante de integracion”)
= /(e"xseny +e*seny + e*ycosy) dx + p()
=e*(x—1)seny+e*seny + e*ycosy + ¢(y)

= xe*seny + e*ycosy + p(y).

Derivando respecto a y e igualando a v, se obtiene que ¢'(y) = 0, es decir, p(y) = C

(constante compleja) y asi v(x, y) = e*(xseny + ycosy) + C. Luego,

f(x,y) = e*(xcosy — yseny) + ie*(xseny + ycosy) (tomamos C = 0)
= e*[x(cosy + iseny) + iy(cosy + iseny)]
=e*e?(x +iy)] = eV (x + iy),
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2)

3)

es decir,

flz) = ze’.

Sea f(z) una funcién analitica en C. Pruebe que si arg(f) es constante, entonces f es cons-

tante.

Solucion. Sean u 'y v las partes real e imaginaria, respectivamente, de f, f = u + iv. Por ser

tan(arg f) constante, se tiene que ¥(x,y) = ku(x, y), con k constante (compleja).

Ec. C-R

Siu = Oentoncesu, = u, =0 = v, =y, yasi,esu =c¢,v=0yf =c +iges
constante.

Veamos que f es constante también en el caso u # 0. Derivando v(x,y) = ku(x,y) es
vy = ku,y v, = ku,. Luego, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, u, = v, u, = —v,,

obtenemos el sistema
u, = ku,

u, = —ku,.

Luego, u, + Fu, = 0, es decir, (1+ #*)u, = 0, lo cual implica que #, = 0. Del mismo modo,
u, = 0y, gracias a las ecuaciones de Cauchy-Riemann, v, = 0 = ,. Por tanto, u(x, y) = ¢,

v(x,y) = yf = + icy = ¢, es decir f es constante.

Muestre que la funcion Log z es analitica en C, excepto en los puntos del semieje real nega-
tivo y en cero.

Solucién. Elvalor principal del logaritmo esw = f(z) = Logz = In |z|+7Argz, dondez # 0
y —t < Argz < . Suponemos que las funciones # y v se expresan en coordenadas polares

(r,0) y que las derivadas parciales u,, ug, v,, vy son continuas. Aqui u = In(/x*> +3?) y
v=Argz=20.

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares serian

1
u, = —v,
r
1
Vy = ——Up,
r

ecuaciones que satisfacen nuestras funciones u y .
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La derivada de una funcion analitica, usando coordenadas polares es

d
EW = (cosf —isenf)w, (jDemuéstralo!)
y asi
d(L 0 —isenf 1 1
M — (C089 — l'sen@)é (COS rsen ) = - = -,
dz or r r(cosf +isenf)  z

Luego, la funcion Log z es analitica en €, excepto los puntos del eje real negativo y el cero
(ver (11.7)).3

4) Obtenga el dominio donde la funcién f(z) = Log(z> + 1) es analitica.

Solucion. Por el ejemplo anterior, f sera analitica en C excepto donde 2> + 1 sea real no
positivo. De

Z+1=(x+iy)+1= (- +1)+i2x),

se tiene que f es analitica en C excepto donde xy = 0y x> — y* +1 < 0. Resolviendo, x = 0
implica que —y* + 1 < 0, es decir, 1 < y? (equivalentemente, 1 < |y|).

Por otra parte, y = 0 implica x> + 1 < 0, lo que es absurdo. Asi, podemos concluir que f es

analiticaen C \ {z€ C : Re(z) =0, 1 < |Im(z)|}, que corresponde a la figura 3.

3Usando la regla de la cadena (propiedad 4), es muy facil probar, sin usar coordenadas polares, que en los
puntos donde Log(z) es derivable, su derivada viene dada por é (puede “repetir” la prueba vista en matematicas

1). Lo dificil es demostrar que Log(z) es derivable en todo C salvo en el semieje real no-negativo.
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Figura 3: Dominio de Analiticidad de Log(z* + 1).
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